Hoe eerlijk zijn verkiezingen?
Vincent v.d. Noort, 17-4-2002

Inleiding

Jullie herinneren je vast de laatste presidentsverkiezingen in Amerika wel. Naast de eindeloze hertellingen in Florida, trad er nog een veel merkwaardiger verschijnsel op: hoewel Gore landelijk meer stemmen had dan Bush, won Bush de verkiezingen, dankzij het idiote districtenstelsel dat gebruikt werd. Dit is een goed voorbeeld van wat in de wiskunde een verkiezingsparadox genoemd wordt: door de manier waarop de verkiezingen georganiseerd zijn, kan de uitkomst van de verkiezingen anders zijn dan je logischerwijze zou verwachten. In deze tekst zal ik drie voorbeelden geven van hoe de manier van stemmen die je gebruikt, de uitslag van de verkiezingen kan veranderen. Vaak is het probleem dat kiessystemen niet goed rekening houden met de tweede en derde keus van de kiezers. In 1951 werd wiskundig bewezen dat een manier van stemmen die hier wel op een eerlijke manier rekening mee houdt en toch altijd een uitslag oplevert, helaas niet mogelijk is. 

1. Verschillend kiessysteem, verschillende uitslag. 

Drie vrienden (die zoals de meeste vrienden in wiskunderaadsels Anna, Bob en Charles heten) hebben na jaren zoeken eindelijk een mooi huis in Amsterdam gevonden waar ze kunnen gaan wonen. Ze zijn nu bezig met de inrichting van hun gemeenschappelijke woonkamer en zoeken op de meubelboulevard in Beverwijk naar een stoel. Anna is helemaal weg van een rieten rotanstoel, Bob gaat voor een lederen fauteuil en Charles is zeer gecharmeerd van een multifunctionele klapstoel. Ze zijn het erover eens dat het een van deze stoelen moet worden, want alle andere stoelen zijn of te lelijk of te duur. Bob wil echter absoluut de rieten rotanstoel niet, sinds hij als driejarige ooit zijn vinger aan zo'n soort stoel heeft open gehaald. Anna heeft ernstige bezwaren tegen de multifunctionele klapstoel, omdat dat helemaal geen sfeer in huis geeft, en Charles is fanatiek tegen de lederen fauteuil omdat die zou betekenen dat hij zijn kat de hele dag krampachtig in zijn eigen kleine kamertje opgesloten zou moeten houden. 

Omdat ze het niet eens worden besluiten ze te stemmen. De voorkeuren zijn dus als volgt verdeeld:
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2e keus


3e keus
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Gewoon per stoel stemmen heeft geen zin: voor iedere is precies een stem. Daarom stelt Anna voor eerst tussen de Lederen Fauteuil en de Multifunctionele Klapstoel te stemmen, en dan tussen de winnaar en de Rieten Rotanstoel. Bij iedere stemronde moet de uitslag 2 tegen 1 of 3 tegen 0 zijn, dus is er in elk geval een uitslag.

Bob is hier fanatiek op tegen (waarom?)

Hij doet een ander voorstel: eerst stemmen tussen  de Multifunctionele Klapstoel en de Rieten Rotanstoel en dan tussen de winnaar en de Lederen Fauteuil. 

1. Waarom is dit voordeliger voor Bob? 

2. Als je Charles was, wat voor stem-methode zou je dan voorstellen?

Uiteindelijk krijgt Anna haar zin. Er wordt eerst gestemd tussen de Fauteuil en de Klapstoel en dan tussen de winnaar en de Rieten Rotanstoel. Bob voelt de bui al hangen, en omdat zijn rotantrauma zo sterk is dat hij liever verhuist dan op een rotan stoel te moeten zitten, besluit hij in de eerste stemronde niet op zijn eerste keus (de Lederen Fauteuil) maar op zijn tweede keus (de Multifuncionele Klapstoel) te stemmen.

3. Wie wint nu de eerste ronde? 

4. En de hele verkiezingen? 

5. Is iedereen hiermee gelukkig?

2. Ik heb getwijfeld over Belgie

Een ander  voorbeeld gaat over de vraag of verkiezingen zijn opgewassen tegen onverwachte gebeurtenissen. Een schoolklas gaat een weekje op kamp en mag kiezen uit drie bestemmingen: China, Japan en Belgie.

De meningen van de 20 leerlingen zijn als volgt verdeeld:
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Er wordt gestemd op de gebruikelijke manier en de uitslag is als volgt:

1. Belgie (met 16 stemmen)

2. Japan  (met 1 stem)

3. China (met 0 stemmen)

De klas besluit naar Belgie te gaan. ’s Avonds is echter op het nieuws dat in Belgie oorlog is uitgebroken. De ouderraad vindt het niet verantwoord om in deze omstandigheden naar Belgie te gaan, en de klas kiest voor zijn (volgens de verkiezingen) tweede keus: Japan. 

6. Vind je dit een logische keuze?

7. Als de oorlog een dag eerder was uitgebroken was, en de keus dus meteen alleen maar tussen China en Japan gegaan was, wat was dan de uitslag geweest?

3. Verkiezingen  versus referenda.

In de Gemeente Zwaanhoven zijn twee partijen: Zwaanhoven Belangen en  Leefbaar Zwaanhoven. Bovendien draaien de verkiezingen geheel om drie thema's: de bouw van een parkeergarage in een park, een fusie met de nabijgelegen gemeente Oest en de privatisering van het Zwaanhovens Vervoerbedrijf. Op al deze drie punten zijn de partijen het met elkaar oneens. Als de een voor is, is de ander tegen en andersom.

De meningen van de kiezers zijn verdeeld. Ze zijn in te delen in 4 groepen Hieronder staat aangegeven hoe deze groepen het per vraagstuk met de verschillende partijen eens zijn en hoe groot ze zijn. 

Kiezers 
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privatisering
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We gaan er vanuit dat alle kiezers de drie thema’s even belangrijk vinden. De kiezers uit groep A zijn het op twee punten (de parkeergarage en de fusie met Oest) eens met Leefbaar Zwaanhoven en slechts op een punt met Zwaanhoven Belangen. Deze kiezers stemmen dus op Leefbaar Zwaanhoven.

8. Op welke partijen stemmen de kiezers uit groep  B, C en D?

9. Hoeveel procent van de stemmen krijgt Leefbaar Zwaanhoven? En hoeveel Zwaanhoven Belangen? 10. Wie kan dus op alle drie de punten zijn mening doordrukken?

Stel nu dat er over alle drie de vraagstukken een referendum gehouden wordt. Dat wil zeggen dat de kiezers per onderwerp mogen aangeven of ze het met Leefbaar Zwaanhoven eens zijn of met Zwaanhoven Belangen. Het voorstel dat de meeste stemmen krijgt wordt uitgevoerd.

11. Welke partij krijgt zijn zin als het gaat om de parkeergarage?

12. En bij de fusie, en bij de privatisering?

13. Komt dit overeen met je antwoord op vraag 10?

14. Bij welke manier van kiezen (via verkiezingen of via referenda) komt de uitslag volgens jou meer overeen met ‘de mening van de kiezer’?

4. Conclusie: hoe eerlijk zijn verkiezingen?
Als er iets gekozen moet worden en niet iedereen is het met elkaar eens, kun je stemmen. Dat klinkt simpeler dan het is. Je kan verkiezingen op verschillende manieren organiseren, en zoals je in deze tekst gezien hebt, kan de manier van stemmen de uitslag voor een groot deel bepalen. De vraag wat de eerlijkste manier van stemmen is, is niet zo makkelijk te beantwoorden, zoals je bijvoorbeeld ziet in het voorbeeld van de stoelen. Aan iedere manier van stemmen, ook die in het echt gebruikt worden zitten wel kanten die je oneerlijk kunt noemen. Daar is niet veel aan te veranderen, maar het is misschien goed om te beseffen dat dit zo is, en dat met een ander stemsysteem de uitslag heel anders geweest had kunnen zijn. 

===

De antwoorden op enkele vragen:
1: Als er eerst tussen de Multifunctionele Klapstoel en de Rieten Rotanstoel gestemd wordt, en dan tussen de winnaar en de Lederen Fauteuill, wint de Klapstoel de eerste ronde met 2 stemmen tegen 1. Anna stemt voor de Rieten Rotanstoel, maar Charles stemt voor de Klapstoel en Bob ook, want hoewel de Klapstoel niet zijn eerste keus is, heeft hij alles liever dan de Rotanstoel. De tweede ronde gaat dus tussen de Multifunctionele Klapstoel en de Lederen Fauteuil, en die wordt door de Lederen Fauteuil gewonnen. Charles stemt nog steeds voor de klapstoel, maar Bob stemt nu voor zijn eerste keus: de Lederen Fauteuil en Anna ook. Haar eerste keus, de Rieten Rotanstoel maakt geen kans meer en dan heeft ze de fauteuil liever dan de klapstoel. De Lederen Fauteuil wint dus de tweede ronde en daarmee de hele verkiezingen en wordt gekocht. Dus Bob krijgt uiteindelijk zijn zin.

3: Door dat Bob niet op zijn eerste maar op zijn tweede keus stemt wint de Multifunctionele Klapstoel met twee stemmen (Bob en Charles) van de Lederen Fauteuil die maar één stem (die van Anna) kreeg.

4: Nu gaat de tweede ronde dus tussen de Multifuncitonele Klapstoel en de Rieten Rotanstoel, en net als bij vraag 1 wint de Multifunctionele Klapstoel dit, met twee (Bob en Charles) tegen één (Anna).

7: Als de oorlog een dag eerder was uitgebroken en de keuze ging alleen tussen China en Japan stemden 16 leerlingen voor China en slechts 4 voor Japan.

8: De kiezers uit groep A, B en C stemmen op Leefbaar Zwaanhoven omdat ze het op twee van de drie punten met Leefbaar Zwaanhoven eens zijn en slechts op een punt met Zwaanhoven belangen. De kiezers uit groep D daarentegen zijn het op alle punten eens met Zwaanhoven Belangen en nooit met Leefbaar Zwaanhoven en stemmen dus op Zwaanhoven Belangen.

9: Leefbaar Zwaanhoven krijgt 60% van de stemmen: de 20% van groep A, de 20% van groep B en de 20% van groep C. Zwaanhoven Belangen krijgt 40% van de stemmen namelijk de 40% van groep D.

10: 60% is meer dan de helft van alle stemmen. Leefbaar Zwaanhoven kan dus op alle punten zijn mening doordrukken.

11: Leefbaar Zwaanhoven: 40% van de kiezers (groep A en groep B) zijn het eens met Leefbaar Zwaanhoven als het om de parkeergarage gaat, en 60% van de kiezers (groep C en groep D) is het eens met Zwaanhoven belangen.

12: Zwaanhoven Belangen en Zwaanhoven Belangen.

Als je meer over dit onderwerp wilt lezen...
Raad ik je aan het boek “De wraak van Archimedes” door Paul Hoffman te lezen. Het is erg leuk geschreven en gaat bahalve over kiessystemen ook over een heleboel andere verrassende en leuke kanten van wiskunde. Ook kun je de lange versie van deze tekst (met meer voorbeelden en meer achtergrondinformatie) lezen. Je kunt die aanvragen bij mij door te emailen naar schaduwdirectie@yahoo.com. Hier kun je ook naartoe emailen als je nog vragen of commentaar over deze tekst hebt.

